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1. Bevezetés

A Sorgenfrey-egyenes tgy finomitja R-en az euklidészi topoldgiat, hogy egy
{zp}new C R sorozat pontosan akkor tart x € R-hez, ha jobbrdl konvergal
hozzé. Ezt &ltaldnositjuk az R? sikra, olyan finomitdsokat fogunk vizsgalni
ahol {Z,}new € R? pontosan akkor tart x € R2-hez, ha az x,-en sorozat
elére megadott S C S' irdnyokbdl tart z-hez. Ilyen konstrukcié példaul
a "cross-topology”-ként vagy kereszt-topoldgia néven ismert topoldgia: a
sikon nyilt egy halmaz, ha minden pontjara tartalmaz egy ra illeszkedd
fliggbleges és vizszintes szakaszt is. Ez a topoldgia szoros kapcsolatban all az
iranymenti folytonossdggal: ha f : (R?, kereszt-top.) — (R, euklidészi-top.)
folytonos, akkor minden fiiggéleges és vizszintes egyenes mentén folytonos
euklidészi—euklidészi értelemben. Masik példa, ha tekintjik a Sorgenfrey-
egyenes onmagaval vett szorzatat, ez a sikon egy olyan topologiat ad, ahol
{Zn}new C R? tart € R2-hez, pontosan akkor, ha a sorozat az z-be eltolt
origdju sik pozitiv-pozitiv negyede felol konvergal.

Alapvetéen egy fajta altalanos konstrukcioval fogunk foglalkozni. Minden
zart S C Sl-re definidlunk egy R% topoldgidt. Célunk meghatarozni, hogy
a kapott topoldgiak tulajdonsdgai milyen kapcsolatban allnak a definidlé S
halmazzal. Megmutatjuk:

o R% tér M,
e w(R%) =2%ha S # S,

[} R% tér Tg.



Azt mondjuk, hogy az S C S'-b6l nem hidnyzik teljes irdny, ha v ¢ S =
—x € S és S tartalmaz teljes irdnyt ha létezik v € S amire —z € S
Belatjuk:

e R% tér oroklédéen Lindelof, pontosan akkor ha az S-bél nem hidnyzik
teljes irany,

e R% tér 6roklédben szeparébilis, pontosan akkor ha az S-b6l nem hidnyzik
teljes irany.

Kovetkezményként R% tér 6roklédéen normadlis és oroklédéen parakompakt,
ha az S-b6l nem hidnyzik teljes irany. Az egyeneseken mint altereken euk-
lidészi, diszkrét-topologia vagy Sorgenfrey-egyenes jelenik meg altérként, ezt
haszndlva beldtjuk, hogy R% tér nem metrizalhaté ha S # 0, S*.

Kitériink a kompakt alterek viselkedésére:

e Pontosan akkor 1étezik R%-ben megszdmldlhaténdl nagyobb kompakt
altér, ha S tartalmaz teljes irdnyt.

e R% egy K altere pontosan akkor kompakt, ha euklidészi értelemben
kompakt és minden x € K-ra és n € w-ra létezik » > 0, hogy K N
Bgi(x,r) C Bg(z, %,r).

Az osszefiiggbsée vizsgalatdhoz bevezetjitk a szétalls S fogalmat: S C St
szétallo, ha semelyik nyilt félkoriv nem tartalmazza S-et.

e R% pontosan akkor dsszefiiggd, ha S szétallo.

Végiil felsorolunk par részeredményt és problémat, melyek tovabbi vizsgalatra
érdemesek.

2. Jelolések, elnevezések

Legyen S! az origd kozépponti egységsugart korvonal, R?-en az euklidészi
topoldgia nyilt, zart halmazait és kornyezeteit euklidészi-nyiltnak, euklidészi-
zértnak, euklidészi-kornyezetnek nevezziik. H C R2-re int(H) mindig az euk-
lidészi topoldgia szerinti belsejét jeloli H-nak, cl(H) az euklidészi lezértjat.
B(x,r) az x pont r-sugari euklidészi-kdrnyezete, amennyiben nem okoz félreértést,
ugyanezzel a jeloléssel éliink ha R? altereiben akarunk definidlunk kornyezeteket
illetve S C R%re B(S,r) = U,cq Bz, 7).



3. Az R% topoldgia definidldsa

3.1. Definicié. Legyen S C S', x € R? ésr > 0-ra, B(S,¢) az S e-sugari
kornyezete S*-ben.:

Bgs(z,e,7) = U{[x,x +rs):s€ B(S,e)}

az x pont r-sugari e-szélességli S-kornyezete.

Bs(l',f‘f,"") ©

3.2. Definicib. Tetszbleges S C St euklidészi-zdrt halmazra azR% = (R?, 75)
topoldgia legyen a kovetkezd: G C R? nyilt pontosan akkor ha minden x € G-
re létezik r,e > 0 amire Bg(x,e,r) C G.

Az R% topoldgia nyilt halmazait S-nyilt, zart halmazait S-zdrtaknak
nevezziik.

4. Az R% topoldgia tulajdonsigai

Rogton 1atszik a definiciébdl, hogy minden S C S'-re az euklidészi topoldgia
finomitasat kapjuk. Altaldnosan:

4.1. Allitas. S C T C S! euklidészi-zdrtakra, az R% topoldgia finomitja az
R2-t. Ha S # T, akkor a finomitds valddi.

Bizonyitas: S C T miatt Bg(z,e,7) C Br(z,e,r), tehat minden T-nyilt
egyben S-nyilt. Ha S valddi részhalmaza T-nek, akkor van S-nyilt halmaz
ami nem T-nyilt. Legyen t € T'\ S és € olyan kicsi, hogy t ¢ B(S, ). Ekkor
tetszéleges r-re és ¥ € R%:re Bg(x,e,r) S-nyilt de nem T-nyilt, hisz x-nek
nincs T-kornyezete Bg(x, e, r)-ben.[



Két nevezetes specidlis esetet emelhetiink ki. Az elsd esetben S = S,
ekkor visszakapjuk az euklidészi topolégidt. Ha S = 0, akkor R} a disz-
krét topoldgia. Lathatd, hogy mig az elsé esetben ¢ sok nyilt halmaz van,
a masodikban mar 2¢. Ennek pontos leirasdhoz megfogalmazunk egy a
késobbiekben is fontos szerepet jatszé definiciot és lemmat:

4.2. Definicié. Az S C S'-re azt mondjuk, hogy nem hidnyzik teljes irdny
belble, ha minden x € S*\ S-re —x € S. Az S tartalmaz teljes irdnyt, ha
létezik v € S amire —x € S.

4.3. Lemma. Ha az R% topoldgidt definidlé S C S-bbl nem hidnyzik teljes
wrany, akkor minden G S-nyilt halmaz csak megszamlalhatéan sok pontban
térhet el eqy euklidészi-nyilt halmaztol.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy tetszéleges G S-nyilt halmazra a G* = G \
int(G) megszamlalhatd, azaz csak megszamlalhatéan sok pontnak nincs G-
ben euklidészi-kornyezete. Minden G*-belinek létezik S-kornyezete G-ben,
ezekrol feltehetjiik, hogy raciondlis sugariak. Ezek az S-kornyezetek csak a
kozéppontjukban metszik G*-ot, mert minden attél kiillonb6zo pontja az S-
kornyezetnek mar euklidészi-belsé pontja G-nek. Ha tobb mint megszamlalha-
toan sok ilyen pont lenne, akkor létezne azonos r € Q fix sugarral is tobb
mint megszamlalhatéan sok, amiknek lenne egy euklidészi kondenzacios pont-
ja. Ebbdl annyit haszndlunk fel, hogy létezne z,y € G* r/10 tévolasgban
r sugarral. Ekkor mivel nem hidnyzik teljes irany, az zy vagy yx iranyok
valamelyike eleme S-nek, ekkor azonban az egyik r-sugart S-kornyezet tar-
talmazna a masik pontot, ami ellentmond a fentieknek.[]

Innen konnyen adddik:

4.4. Allitas. Az R% topoldgidban |tg| = ¢ pontosan akkor, ha a definidld
S C S'-re nem hidnyzik S-bél teljes irdny. Amennyiben hidnyzik, |1s| = 2¢.

Bizonyitas: Ha S-bdl hidnyzik teljes irany, akkor az olyan iranyd egyene-
sen egy diszkrét topoldgia jelenik meg, tehdt |7g| = 2¢.

Ha S-b6l nem hianyzik teljes irdany, akkor a fenti 4.3 Lemma kozvetlen
kovetkezménye az allitas.[]



Itt tessziik meg a kovetkezd egyszerii észrevételt: az x € S* irdny1 egye-
nesen altérként hdrom topolégia jelenhet meg az R% topoldgidban:

e az euklidészi, ha =, —z € S,
e a Sorgenfrey-egyenes, ha = és —x koziil pontosan egy van S-ben,

e a diszkrét topoldgia, ha sem z, sem —z nem eleme S-nek.

4.5. Kovetkezmény. Mivel a Sorgenfrey-egyenes nem metrizilhato, és az
S = () vagy S esetektdl eltekintve megjelenik altérként, ezért az R% tér sem
metrizdlhatd, ha S # (), St

4.6. Allitas. Ha az euklidészi-zdrt S C S'-bél nem hianyzik teljes irany,
akkor tartalmaz teljes irdnyt.

Bizonyitds: A komplementerre attérve, ekkor az S'\ S euklidészi-nyilt
halmazban nincs teljes irdny. Be akarjuk ldtni, hogy G = S1\ S-bél hidnyzik
teljes irany. G euklidészi-nyilt korivek tnidja, egy ilyen koriv végpontja:x
nem eleme G-nek. Ha a vele atellenes —z pont sem eleme G-nek akkor kész
vagyunk. Ha —x € G, akkor egy kis kornyezete is, am ekkor latszik, hogy
lenne teljes irdny G-ben ami ellentmond a feltételiinknek.[]

4.7. Kovetkezmény. Ha nem jelenik meqg diszkrét altér egyenesen, akkor
létezik olyan egyenes ahol az euklidészi topoldgia jelenik meg.

4.1. Szétvalaszthatésag- magyarazat a definiciora

4.8. Allitas. Az R% topoldgia mindig Ts.

Bizonyitas: A T, tulajdonsag rogton latszik. A regularitds igazolasara
legyen F S-zart és v € R? \ F. Ekkor létezik r,e > 0 amire Bg(z,e,7) C
R*\ F. Ekkor z € Bg(z,5,%) C c(Bs(x,5,%)) ami S-zért is és része

Bs(z,e,r)-nek, tehat I C R?\ cl(Bg(x, £ 0).

A kovetkezOkben egy kicsit megszakitjuk az R% topoldgidk vizsgdlatat, és
kitériink arra, hogy mi vezetett arra, hogy a fenti médon definidljuk Oket.
Legyen S C Sl're, r > 0,z € R%re Bg(z,r) = U{[z,z + sr) : s €
S}. Ha konkrétan a bevezetében is leirt ”irdnyokbdl valé konvergenciat”
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akarjuk &ltaldnositani, akkor mondhatjuk azt, hogy tetszbleges S C Sl-
re vegyiik azt az fs : P(R?) — P(R?) hozzarendelést, amire H C R?-re,
fs(H) = {z € R? : x € H vagy z torléddsi pontja az Bg(x,r) N H hal-
maznak (r > 0 tetsz6leges), azaz H torlddik z-hez az S-beli irdnyokbdl}. Ha
megnézziik, hogy mikor lesz lezdras operator fg, azt lathatjuk, hogy ehhez ki
kell kétniink, hogy S euklidészi-nyilt legyen. Ekkor egy olyan R% topolégidt
kapunk, amiben G C R? nyilt, ha minden = € G-re létezik » > 0, hogy
Bs(z,7) € G. Ez a topoldgia sok szempontbdl hasonléan viselkedik R%-
hez-példaul a késobb belatott megszamlalhatdsagi tulajdonsdgok bizonyitasai
szinte szérol-szora ismételhetdek rajuk- azonban a Ts tulajdonsagon feliil mar
nem lesznek altaldban regularis terek- ahogy a kereszt topoldgia sem az.
Ezen gy javithatunk, hogy nem egy S halmazt vesziink, hanem S; C S! :
i € w nyilt halmazokat, amire c/(S;;;) C S; és G C R? (.S;)-nyilt ha minden
x € G-re létezik r > 0 és i € w, hogy Bg,(z,7) C G. Ez a definicié pon-
tosan azt teszi lehet6vé, hogy minimalis valtoztatasokkal ismételjiik az 4.8
Allitds érvelését és igy a kapott tér Ty, Egy ilyen definidls (S;) sorozatnak
tekinthetjilk a metszetét: S = (., S = (e, ¢l(Si) zért halmazt. Kénnyen
bizonyithatd, hogy ha megadunk egy maésik sorozatot, melynek ugyanez az
S halmaz a metszete akkor ugyanazt a topologiat kapjuk. S6t valdjaban ez
a definici6 mér az R% topoldgidt adja, ahol S ez a metszet.

4.2. Megszamlalhatosag
4.9. Allitas. Minden S C S'-re, az R% topoldgia M.

Bizonyitds: Tetszéleges v € X-re {Bs(z; +; =) : n,m € w} megszdmlalhaté
kornyezetbazis.[

4.10. Allitas. Minden S C S'-re, ahol S # S', az R% topoldgia nem M,
w(R2) = c.

Bizonyitas: S # S!, tehdt létezik hidnyzo6 irdny: z € S'\ S. Az ilyen
irdnyu egyenesen diszkrét topoldgia vagy Sorgenfrey-egyenes jelenik meg,
ezek silya kontinuum, tehdt w(R3) > c. A {Bg(z;2;4) 2 € R*n,m € w}
halmazrendszer mar ¢ szamossagu béazisa a topoldgianak.[]

4.11. Definicié. A {Bgs(z;2;L) : 2 € R%n,m € w} halmazrendszer ele-
meit R% S-bdziskornyezeteinek nevezziik.
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4.12. Tétel. Az R% tér oroklédéen Lindelof-tulajdonsdgi, pontosan akkor,
ha S-b6l nem hidnyzik teljes irdny.

Bizonyitas: Ha hianyzik teljes irany, akkor az olyan irdnyt egyenesen az
altér topoldgia diszkrét.

A masik iranyhoz elég S-nyilt halmazokra belatni az 6roklodést. Legyen G
S-nyilt és G = |J{G; : i € I} S-nyilt fedés. Mivel az S-baziskérnyezetek
bézisa a topoldgidnak, feltehetjiik, hogy a G;-k is S-baziskornyezetek. Alkal-
mazva az | J,.; G; halmazra a 4.3 Lemmét kapjuk, hogy azon pontok halmaza
G-ben, melyek csak S-baziskornyezetek kozéppontjaval vannak fedve: G*,
megszamlalhaté. Ekkor azonban G \ G* C | J{int(G;) : i € I}, euklidészi-
nyilt fedés, amire alkalmazhatjuk a Lindelof-tételt és a megszamlalhato fedo
halmazrendszerhez a G*-beli pontok G; S-baziskornyezeteit hozzavéve egy
megszamlalhaté fedését kapjuk G-nek.[]

4.13. Kovetkezmény. Az R% tér oroklédden normdlis ha S-bél nem hidnyzik
teljes irdny, hiszen ekkor ordoklédéen Lindelof-tulajdonsdgu és Ts.

Trividlis tovabbi kovetkezmény, azonban tovabb erositi a kapcsolatot a
tér és az egyenesek mint alterek kozott:

4.14. Kovetkezmény. Ha az egyeneseken nem jelenik meg diszkrét altér-
azaz S-bol nem hidnyzik teljes irany- akkor megszamlalhatondl nagyobb disz-
krét altér R%-ben sincs az oroklédd Lindelofség miatt.

4.15. Tétel. AzR% tér oroklédden szepardbilis, pontosan akkor, ha az S-bdl
nem hidnyzik teljes irdany.

Bizonyitas: Ha hianyzik teljes irany, akkor az olyan irdnyt egyenesen az
altér topoldgia diszkrét.

A maésik irdnyhoz a tér szeparabilitdsa trividlis, legyen X C R? altér. Vegyiink
ki egy x; € X pontot, ez énmagaban feltehetéen nem stiri. Ezutan tran-
szfinit rekurzioval, ha van mar egy H halmazunk ami még nem stirti X-ben,
akkor vegyiink ki egy pontot egy olyan S-nyilt halmazbdl amit nem met-
szenek H elemei és vegyik ezt hozzd H-hoz. Minden z, € H pontnak
ekkor létezik egy G, S-béaziskOrnyezete amire minden 8 < a-ra x5 ¢ G,.
Ha igy kivalaszhattunk volna w; pontot, akkor létezik ezek kozott azonos e
szélességili és r sugartu S-baziskornyezettel is megszamlalhatondl tobb- hiszen
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az S-baziskornyezetek sugara és szélessége az {% : n € w} megszamlalhatd

halmazbol keriil ki. Ezek H halmazdnak létezik két kondenzaciés pontja:
Ta, g € H, kozelebb egymdshoz mint r/10, ahol feltehetjiik, hogy a > f.

[
D

Ekkor z3 ¢ G, azonban z,, € G, mivel kozel vannak egyméshoz és nincs
hidnyzé irdny. Mivel x4 is kondenzacids pont igy létezik olyan kozel hozza
egy x, € }AI, 7 > o, amire z, € G, hiszen G, csak G eltoltja. Ez azonban
ellentmond a fenti észrevételnek.[

4.3. Kompakt alterek
Az R% tér kompakt altereit S-kompakt tereknek nevezziik.

Az R% tér nem lesz még csak megszamldlhatéan kompakt sem, viszont a
T5 és az oroklodo Lindelof-tulajdonsag miatt 6roklodéen parakompakt.

Az S-kompaktsignak nem elégséges feltétele a korlatossag és S-zartsag,
erre mar magan a Sorgenfrey-egyenesen is példa az I = [0; 1] intervallum. A
kompaktsag pontos leirasat a kovetkezo allitas adja:

4.16. Allitds. A K C R? altér S-kompakt pontosan akkor, ha euklidészi
értelemben kompakt és minden x € K-ra és € > 0-ra létezik r € R amire
KN B(xz,r) C Bg(z,e,7).

Bizonyitas: Legyen K S-kompakt. Ekkor K euklidészi kompakt is, hiszen
minden euklidészi nyilt fedés S-nyilt fedés is egyben. Tegyiik fel, hogy
létezik © € K és ¢ > 0 amire minden n € w-ra létezik z,, € K, hogy



z, € B(z,+) \ Bs(z,e,%). Ekkor {z,z, : n € w} S-zért és része K S-
kompaktnak, tehat maga is S-kompakt kellene legyen, dm elég kis diszjunkt
euklidészi kornyezetekkel fedve az x,-eket és Bg(x,e,1)-el z-et, nem lehet
kivalasztani véges részfedést, ami ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy K kielégiti az allitas feltételeit és legyen K = J,. G;
egy S-nyilt fedés. Rogton feltehetd, hogy a fedésben S-baziskornyezetek van-
nak. Legyen G* azon pontok halmaza melyek csak kozéppontként vannak
fedve. Ha |G*| végtelen lenne, akkor K korlatossaga miatt lenne pont amihez
konvergal euklidészi értelemben, ez k € K, hisz K euklidészi-zart. Azonban
kellene lennie a feltétel szerint r € R-nek amire, valamilyen r-sugari S-
béaziskornyezetében vannak mar K-nak a k-hoz kozeli elemei, azonban ebben
nem lehetnek G*-beliek. Tehat G* véges. Ezeket lefedjiik egyenként, tehat
elég K\ G* euklidészi-kompakt halmazra kivédlasztani véges részfedést. Erre
K\ G* = e int(G;), amire 1étezik véges részfedés, tehat elhagyva az int-
eket az eredeti fedés egy véges részfedésését kapjuk.[]

Erdekes médon Sorgenfrey-egyenesen, mint az euklidészi topologia fi-
nomitasdn, mar nem létezik megszamlalhatonal nagyobb kompakt altér. A
mi altalanos esetiinkben ezt a kérdést tisztazza a kovetkezo tétel:

4.17. Tétel. Pontosan akkor létezik K C R? S-kompakt, megszdmldlhaténdl
nagyobb altér, ha az S tartalmaz teljes irdnyt.

Bizonyitas: Ha létezik teljes irany S-ben, akkor az olyan irdnyu egyenesen
egy euklidészi topologia jelenik meg, tehat 1étezik nagy kompakt altér.
Most tegyiik fel, hogy K egy S-kompakt altér, |K| > N,. Az 4.16 Allitas
miatt minden = € K-ra létezik 7" € Q amire K N B(z,\") C Bs(x, 1, r§x)).
Létezik megszamlalhatonal tobb K-beli elem u%yanazzal az ry-el, ezek: Hy C
K. Minden x € Hj-re (s6t K-belire is) 1étezik ry ' € Q amire K N B(z, réx))

Bg(z, 1, ré )), amik koziil fix ro-vel klvalaszthato megszamlalhaténal tobb:
H, C H,. Igy kapjuk a H; egymésba skatulydzott, |H;| > R, halmazokat. T}
jelolje a teljes irdnyokat B(S, %)—ben, ezek egymasba agyazott halmazok és
Nico Ii mér S teljes irdnyainak halmaza. Minden 7; nem fires, mert véve a
H;-nek egy kondenzacids pontjat: y, ekkor ennek a Bg(y, %, r;) kOrnyezetében
kell lennie pontjénak H;-nek: x és ekkor az ay és yx irdny része B(S, 1)-nek.
7; legyen a cl(B(S, 73)) C B(S, }) teljes irdnyainak halmaza.



Ekkor @ # 7, C T; mert O # T;.; C 7;. Valamint 7; zdrt, és 7,1 C 7
tehat (Ve 7 # 0 és igy Nieo 7i = Nicw Ii # 0, amit be akartunk latni. O

5. Osszefiiggoség - specialis finomitasok
Egy konnyti esettel kezdjiik:

5.1. Allitas. Ha az R% térben az S tartalmaz teljes irdnyt, akkor minden
euklidészi-nyilt euklidészi-dsszefiiggd halmaz R%-ben is dsszefiiggd.

Bizonyitas: Legyen v, —v € S. Az euklidészi-topoldgia egy bazisat adjak
az (a,b) X (c,d) alakd intervallumok szorzata, ahol most R%-et mint egy
v-irdnyt (a,b) C e, és egy 14 merSleges (c,d) C e} egyenes szorzatét te-
kintjik. Elég az ilyen T szorzathalmazokra belatni az allitast. Legyen in-
direkt 7' = G U H, ahol G, H S-nyiltak és nem tresek. x € G-re az x-en
atmend v-iranyu egyenes metszete T-vel teljes egészében része G-nek, hisz
az euklidészi-osszefiiged és euklidészi topoldgia jelenik meg rajta, tehat G
és H nem vaghatja ketté. Fzért véve G és H merbleges -azaz v-irdnyu-
vetiiletét er-re: w(G) és w(H), azoknak diszjunktnak kell lenniiik. Mivel
7(G)Un(H) = 7(T) = (c,d) euklidészi-osszefiiggd és 7(G), 7(H) # 0, az
ellentmondéshoz elég belatni, hogy 7(G) és w(H) euklidészi-nyilt. Ez telje-
sen hasonlé a két esetben, m(G)-re szoritkozunk. Ha x € G, akkor annak
egy S-baziskornyezete is része G-nek: Bg(z,e,7) C G, erre az r-re feltehetd,
hogy B(z,7) C T egyben. Ekkor m(Bg(z,e,r)) tartalmazza m(x) egy kis
kornyezetét, hisz By, (2, €,7) € Bs(x,€,r), amire 7(Byy, (2, €,7)) mar
m(x) kézépponti nyilt intervallum.[]

5.2. Kovetkezmény. Ha S-bél nem hidnyzik teljes irdny, akkor R% dsszefiiggd,
hiszen 4.6 Allitds szerint teljesiil a feltétel.

Megjegyzés: Konnyen lathato, hogy ha S tartalmaz 2 kiillonbozo teljes
irdnyt, akkor fvszerfien is osszefiiggd R%.

Amennyiben feltessziik mar, hogy nem létezik teljes irany az S-ben, lathato-

ak nem Osszefligg6 példak. Legyen a definidlé S olyan, hogy teljes egészében
egy félkorivben van, példaul m-nél kisebb szogt zart koriv. Ha vesziink egy
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olyan irdanyu egyenest ami a kozéppontbdl inditva elvagja ezt a félkorivet
az ires résztol, akkor véve az lires rész felé esé euklidészi nyilt félsikot és a
maradék zartat, akkor két S-nyilt részre particionaltuk a teret.

Az Osszefliggiség viszgalalat specialis finomitasok bevezetésével folytatjuk.
Mint latni fogjuk, az ezekre belatott altaldnosabb allitasokbdl kovetkeznek
mér az eddig nem térgyalt esetek R%-re.

5.3. Definicio. Vegyiink harom, eqy ponton eqymdshoz ragaszott azonos hosz-
szusdagu szakaszt a sikon, melyek kozott van eqy kitintetett. A kituntetett
szakasszal a mdsik két szakasz m-nél kisebb bezdrt szoge legyen tompaszog.
Ezt dltalanos \-sémdnak fogjuk nevezni. Amennyiben a kijelolt szakaszra az
s igaz, hogy a koordindtdzott sikon az y tengellyel pdarhuzamos-fiiggoleges,
akkor A-sémanak nevezzik.

5.4. Definicié. Rdgzitsiink eqy Ao-al jelolt X\-sémidt, ekkor jelolje x € R? r >
0-ra Ao(z, 1) az © kézépponti, r hosszi szakaszokbdl ragasztott Ag-nak megfeleld
A-sémut.

5.5. Definicié. Mercedes-topoldgia: R? alaphalmazon, minden Ny régzitett
\-sémdra definidlunk eqy topolégidt: G C R? nyilt, ha minden x € G-re
létezik r > 0 amire Ao(z,r) C G. Jeldlés: (R?, Ta,)

5.6. Definici6. Kereszt-topoldgia (cross-topology): R? alaphalmazon, G C
R2 nyilt, ha minden pontjdval eqyiitt tartalmaz egy rd illeszkedd fiiggbleges és
vizszintes nyilt szakaszt. Jelolés: (R?, 7¢)

5.7. Definicié. Sugdr-topoldgia (core-vagy radiolar-topology): R? alaphal-
mazon, G C R? nyilt, ha minden pontjdval egyiitt minden irdnyban tartalmaz
olyan irdnyi rd illeszkedd szakaszt. Jelolés: (R?, Tg).

Az utébbi két topoldgia vizsgélt. G. H. Greco [1], Roman Fric [2] a cross-
topology és radiolar-topology sorazat-rendjérél (sequential order) allapitja
meg, hogy w;. Greco cikke végén emliti, hogy a kereszt-topoldgia elso eloforduléds
J. Novéknal taldlhaté [3]. Fric tobb &ltaldnositdst kozol [2] végén: nem
merdleges szaru keresztekkel, vagy olyan keresztekkel melyek ”szarai” eset-
leg gorbék. Strashimir G. Popvassilev ”On the cross topology of the plane”
cimmel tartott eléadast egy konferencidn.
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Megjegyzés: Az elébb definidlt topologiak konstrukciéjuknal fogva fi-
nomitjdk az euklidészi topoldgidt. Egyszerti észrevétel, ha az R% topoldgidban
S tartalmazza az (R% 7,)-et definidlé A-sémét, akkor R%-nek finomitdsa
(Rz, T, AO)'

A kereszt-topoldgiaban, minden fiiggoleges és vizszintes egyenesen az
altértopologia az euklidészi, mig mas egyeneseken a diszkrét topolégia. Mig
belathato, hogy a kereszt-topoldgia nem reguléris, ha S az a négy pont a
korvonalon, amit az origd kozépponti kérbdl vagnak ki a koordinatatengelyek,
akkor a fent lefrt tulajdonsiggal rendelkezd és reguldris teret kapunk R%-ként.

5.8. Allitas. A kereszt-topoldgia, eqy Mercedes-topoldgia és a sugdr-topoldgia
pdronként nem homeomorfak.

Bizonyitas: A kereszt-topologiaban és a Mercedes-topologiakban tetszoleges
r € R2%re létezik olyan megszdmldlhaté {B;(z) : x € Bj(z),i € w} hal-
mazrendszer, hogy egy G C R? nyilt pontosan akkor ha minden x € G-re
létezik i € w amire B;(x) C G. Ennek a tulajdonsidgnak meg kell érzédnie
homeomorfizmusnal, azonban ilyen megszamlalhaté halmazrendszer nincs
semelyik pontra sem a sugar-topologiaban.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy (R?, 7¢) és (R?, 7,) nem homeomorfak, vegyiik azt
az R topoldgidt, ahol Bg(x,r) = Ag(z, 7). Ekkor (X, 7y,) finomitja R-et,
tehdt mivel R% 4.17 Allitds szerint nem tartalmaz ¢ szdmossagu kompakt al-
teret, (X, 7a,) sem tartalmazhat. Ezzel szemben a kereszt-topolégidban van
ekkora kompakt altér, tehat nem lehetnek homeomorfak.[]

Térjlink vissza az Osszefliggdséghez.

5.9. Definici6é. Egy S-(bdzis)kornyezetet vagy S C S* halmazt "szétdlls”-
nak neveziink, ha nem tartalmazza 6t egyetlen nyilt félkorlap /félkoriv sem.

Példdul minden \-séma szétallé vagy az olyan S C S'-ek melyek tartal-
maznak teljes irdnyt. A fejezet elején tett észrevételiink az 1j fogalommal:

5.10. Allitas. Ha S nem szétdlld, akkor R% nem osszefiiggd.
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Célunk azt beldtni, hogy ha S szétalls, akkor R% osszefiiggd.

5.11. Lemma. Ha S C S' nem tartalmaz teljes irdnyt és szétdlld, akkor
tartalmaz dltaldnos \-sémdt.

Bizonyitas: Vegyiink egy v € S-t, és a v normélvektoru egyenessel hatarolt
nyilt félkorlapot. Ennek tartalmaznia kell egy u € S iranyt, feltehetjik a
szimmetria miatt, hogy a wv {v rovidebb vu-nédl. Tekintsiik az S-beli irdnyok
szuprémumat u-t6l —v felé-negativ iranyban, ez w € S, hisz S zart. w # —v
mert feltettiik, hogy S nem tartalmaz teljes irdnyt.

u
w

—Uu

Mivel S metszi a w altal hatarolt, w-tol negativ iranyba eso nyilt félkorivet,
létezik itt s € S. Ez nincs a —vw iven, tehat egy altalanos A\-sémat kaptunk
w, v, s-el ahol a kijelolt cstcs s elhelyezkedésétol fiigg.[]

5.12. Kovetkezmény. Mivel a forgatds homeomorfizmus, feltehetjik, hogy
ha R%-ben S szétdllé és nem tartalmaz teljes irdnyt, akkor az S tartalmaz
A-sémat.

A Mercedes-topoldgia nyilt halmazait M-nyiltnak réviditjitkk, A halmazra
A’ az euklidészi értelemben vett torlédédsi pontok halmaza.

5.13. Tétel. Tetszdleges definidld Ao \-sémdra, az (R?,1p,) Mercedes-topoldgidban
osszefuiggd minden euklidészi-nyilt euklidészi-osszefiggd halmaz.
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Bizonyitas: Legyen T'= G U H euklidészi-nyilt euklidészi-Osszefiiggd hal-
maz ahol G, H nemiires M-nyilt halmazok, ellentmondasra akarunk lyukadni.
Legyen G* = G \ int(G) és H* = H \ int(H), azon pontok melyeknek nincs
euklidészi kornyezetiitk G-ben illetve H-ban.

(1) Belatjuk els6ként, hogy G* C (H*) és H* C (G*)": a bizonyitds a két
esetben szimmetrikus, az els6 esetre szoritkozunk. G* C (H)' definiciébol
kovetkezden, de tegyiik fel, hogy csak int(H) torlédik egy g € G*-beli pont-
hoz, azaz létezik r > 0, hogy B(g,r) N H* = (). Feltehetd, hogy erre
az m-re B(g,r) C T és Ao(g,7) C G. Konnyen lathatéan létezik olyan
x € int(H) N B(g,r), ami olyan kozel van g-hez, hogy z-en atmend -
sémabeli irdnyt egyenes metszi Ag(g,r) C G-t egy y € G pontban, és az
egyenesen olyan Sorgenfrey-egyenes jelenik meg, amiben [y, x) nyilt- ahhoz,
hogy a metszés létezzen kihasznaljuk a szétallast.

Tekintsiik ekkor a G-beli pontok szuprémumat z-felé az |y, x) félegyenesen,
legyen ez a pont: z € T'. Ekkor z nem lehet H-ban, hisz akkor H euklidészi
belsejében van, de ehhez torlédnak G-beli pontok. Ha viszont z € G, akkor
mivel ennek egy A\-kornyezete része G-nek és az egy x-felé nyuld szakaszban
metszi [y, x)-et, nem lehetne szuprémum. Ezzel belattuk: G* C (H*)'.

(2) G*, H* # () és G* U H* euklidészi-zdrt: nem lehetnek {iresek mind a ket-
ten, mert T euklidészi-Osszefliggd. Ha az egyik nem iires, a masik sem lehet
tires (1) miatt. A zértsig trividlis.

(3) Az ellentmondés: legyen x; € G*-létezik (2) miatt, Ag(z1;71) C G és
erre az ri-re feltehetd, hogy B(zy,r1) € T. Létezik r;1 > s; > 0, amire
minden x € B(x1;s1) N H*-ra legfeljebb r; /2 sugart A-kérnyezete lehet része
H-nak, kiilonben a ra illeszked6 A-séma metszené az x;-re illeszkedé G-beli
A-sémat- er6sen hasznaljuk a A-séma szétallasat. Legyen xo € B(xq;s1)NH*,
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ami létezik (1) miatt, legyen Ag(za;72) € H N B(x1;51) és a feltétel szerint
ro < 1r1/2. Létezik ro > s5 > 0, amire minden x € B(x5; s2) NG*-ra legfeljebb
r9/2 sugari A-kérnyezete lehet része G-nek, kiilonben a ra illeszkedé A-séma
metszené az ro-re illeszkedd H-beli A-séméat. Legyen x5 € B(x; 89) N G* és
Ao(z3;73) € G N B(we; 82), 73 < 13/2 < 11 /4. Indukciéval definidljuk tovabb
az {x;}ie, sorozatot hasonléan felvéiltva G* és H*-bdl. Ezek egy Cauchy-
sorozatot alkotnak, hatarértékik: x € G* U H*, hisz G* U H* euklidészi zart.
Azonban az r egyikben sem lehet benne, hisz semmilyen pozitiv sugaru -
kornyezete nem lehet G-ben, sem H-ban, hiszen x € B(x;, s;) ami tiltja hogy
r1/2'-nél nagyobb lehessen ez a kornyezet.[]

Ennek kozvetlen kovetkezményeként, osszefoglalva:

5.14. Tétel. Az R% topoldgia pontosan akkor dsszefiiggd, ha S szétdlls. Ha
S szétdlld, akkor az R% topoldgidban dsszefiiggd minden euklidészi-nyilt euk-
lidészi-0sszefiiggo halmaz.

Bizonyitas: Ha S nem szétalld, akkor nem 6sszefiiggd. Ha S szétallo és tar-
talmaz teljes iranyt akkor lattuk a bizonyitast 5.1 Allitasban. Ha S szétalls
és nem tartalmaz teljes irdnyt akkor tartalmaz A-sémat 5.11 Lemma szerint,
tehat finomitja egy Mercedes-topologia, amire 5.13 Tétel igazolja az allitast,
tehat R%-ben is osszefiiggd lesz minden euklidészi-nyilt euklidészi-osszefiiggd
halmaz.[]

Tovabbi kovetkezmény, hogy a sugar-topoldgia is Osszefliggd, hisz annak
tetszoleges Mercedes-topoldgia a finomitasa. Idefliziink még egy egyszerii és
az 5.1 Allitashoz nagyon hasonlé észrevételt:

5.15. Allitas. A kereszt-topologidban dsszefiiggd minden euklidészi-nyilt, eu-
klidészi-0sszefiiggd halmaz.

Bizonyitas: Legyen T' = G U H euklidészi-nyilt, euklidészi-Osszefiiggd
halmaz felbontasa két kereszt-nyilt halmazra. Ha = € G, akkor létezik r >
0 amire feltehetd, hogy B(x,r) C T és a K: 2r-atmer6ji = kozéppontu
kereszt is része G-nek. G minden pontjara az azon atmend vizszintes T'-
beli szakasznak G-ben kell lennie, hisz azon euklidészi topoldgia jelenik meg.
Ezt alkalmazva K fliggbleges szarara, kapjuk, hogy B(z,r) C G, tehdt G
euklidészi nyilt. Hasonléan H-nak is euklidészi-nyiltnak kell lennie.

15



Tehat a két halmaz egyike iires, amit be akartunk latni.[]

Megjegyzés: Végiil érdekes tulajdonsaga mind a Mercedes-topolégiaknak,
mind a teljes irdnyt nem tartalmazo de szétallé S-el definidlt R% topolégidknak,
hogy 0Osszefliggdek, am minden egyenes mentén teljesen Osszefiiggéstelenek-
hiszen ott diszkrét topolégia, vagy Sorgenfrey-egyenes jelenik meg.

6. Kérdések, problémak

6.1. Leképezések

A térbe meno leképezések vizsgalataval tisztazhato lenne az eddig nem igazéan
vizsgalt ivszerlien Osszefliggdség is talan. Akar csak ”szép” esetekben, miket
mondhatunk a terek 6énmagukra mené folytonos leképezéseirdl?

Ezen az iranyon haladva jutunk a kovetkezd, talan legtermészetesebben
felmeriil6 kérdéshez:

6.2. Homeomorfizmusok

Az R% topoldgidkat szétvalaszottuk par osztélyra kompakt alterek szamossdga,
Osszefiiggbség vagy megszamlalhatosagi tulajdonsdgokkal. Ezen til nem sikeriilt
egyelore tobbet belatni arrél, hogy mikor nem homeomorf két S-topologia.
[gy azt sem latjuk, hogy valéjdban hany teret is definidltunk pontosan a fen-
tiekben.

Bizonyos tovabbi specidlis eseteket mar sikerilt szétvalasztani és ezzel
legalabb azt belatni hogy végtelen sok teret definialtunk.

6.1. Allitas. Ha S, T C S szétdlld, osszefiiggdségi komponenseik szima
véges és eltérd, akkor R% és RZ nem homeomorfak.

Bizonyitas: Legyen S-nek s darab, T-nek t darab Gsszefiiggdségi kompo-
nense, s < t felteheté. Az S-baziskornyezetek egy olyan nyilt B bazisat
adjak R%-nek, melyben a kornyezetek kozéppontjat elhagyva azok s darab
nemiires euklidészi-nyilt, tehat osszefiiggé halmazra esnek szét. Mas pontjat
elhagyva a kornyezeteknek Osszefiiggé marad a halmaz. Ezt a bazist egy ¢
homeomorfizmusnak egy olyan ¢(B) nyilt bazisdba kellene vinnie R2-nek,
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ahol hasonléan a kozéppontok képeit elhagyva s darab nemiires Osszefiigg6d
halmazra esnek szét a képek- mas pontot elhagyva nem esnek szét. Allitsunk
el6 egy tetszoleges Br(w,e,r) T-béaziskérnyezetet mint ¢(B)-beli halmazok
uniéjét, és tekintsiik azt az U = ¢(Bgs(y, d, s)) € ¢(B) halmazt amire x € U.
Ekkor z-nek egy T-baziskornyezete is része U-nak mert T-nyilt. Emiatt azon-
ban z-et elhagyva U-bdl U legaldbb t darab nemiires 6sszefiiggd részre esik
szét, ami ellentmond annak, hogy az 0sképe a homeomorfizmusnél tetszéleges
pont elhagyasaval csak s darabra, vagy nem eshetett szét.[]

Emiatt az allitds miatt mar latjuk, hogy ha S véges, akkor kiillonboz6
elemszamra kiillonboz6 topoldgidkat kapunk. Mar azt is érdekes lenne belatni,
hogy a véges S-ekre, ha eltéro szamu iranyon jelenik meg Sorgenfrey-egyenes
és euklidészi-topoldgia akkor nem lehetnek homeomorfak a terek.

6.3. D-tulajdonsag

Egy (X, 7) topoldgikus tér D-tér, ha minden U : X — 7 kornyezethozzérende-
léshez 1étezik D C X diszkrét, zart halmaz amire X = (J,., U(z). Be lehet
latni, hogy minden metrikus tér D-tulajdonsagi és a Sorgenfrey-egyenes is.
Azonban ismeretlenek olyan alapveté kérdésekre a vélaszok, hogy minden
Lindelof vagy parakompakt tér D-tulajdonsagui-e. Kérbenézve a témaban irt
cikkek kozott, nem volt olyan elégséges feltétel ami implikalta volna, hogy
az R% terek a trividlis esettdl eltekinte D-terek lettek volna, vagy sem. Ha
nem is a {6 kérdés megvalaszolasat, de szemléletes nem D-tereket kaphatunk
esetleg a kevésbé "szép” S-ekre.

6.4. Nagy kompakt alterek elhelyezkedése

Tekintsiink olyan R%-eket, amikor 7' C S teljes irdnyok halmaza nem fiires,
azaz létezik c-szdmossdgu kompakt altér (S # S'). Léteznek-e nem trivialis
Osszefiiggd kompakt alterek, azaz olyanok, melyek nem 7T-beli iranyt egye-
nesek unidjanak kompakt alterei?

Ha példaul nem léteznének, akkor kordbbi megjegyzésiink értelmében R%
utosszefliggd pontosan akkor, ha S-ben legalabb 2 teljes irdny van.
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6.5. Tobbdimenzids altalanositas

A konvergencia iranyok menti megszoritdsanak otlete, minden probléma nélkiil
altaldnosithaté magasabb dimenzids euklidészi terekre. Erdekes lenne megvizsgélni,
hogy az itt bevalt egyszerli karakterizacidja a tulajdonsagoknak az alterekkel
mitkddne-e, a megfelel6 valtoztatasokkal.

7. Referenciak

[1] Greco, Gabriele H. The sequential defect of the cross topology is w;.
Topology Appl. 19 (1985), no. 1, 91-94.

[2] Fric, Roman On plane topologies with high sequential order. Comment.
Math. Univ. Carolin. 31 (1990), no. 1, 33-36.

[3] J.Novak Induktion partiell stetiger Funktionen, Math. Ann, 118 (1942)
449-451.

18



