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Mar a 17. szazadban Galileo Galilei elgo-
ndolkozott azon, hogyan hasonlithatnank &ssze
végtelen halmazok méretét. Kozel négyszaz évvel
kés6bb, 2017 nyaran, a Budapesten megrendezett
hatodik Eur6pai Halmazelmélet Konferencian egy
fiatal modellelmélész, Maryanthe Malliaris, és a
veteran polihisztor, Saharon Shelah vehette &t
a Hausdorff-medalt, melyet az elmult 6t év leg-
meghatarozobb halmazelméleti eredményéért itél-
nek oda. Malliaris és Shelah jelentGs attorést
értek el egy modellelméleti klasszifikacios prob-
léméaval kapcsolatban, és egyben belattak, hogy
két sokat vizsgélt és kiilonbozonek sejtett végtelen A L
szamossag, p és t, valojaban egyenlSek. Ez utébbi S. Shelah és M. Malliaris kézépen

eredmény jelen ismeretterjesztd cikkiink témaéja. (Joan Bagaria fotoja)

Galilei példajaban a természetes szamok N halmazat veszi és a négyzetszamokat {1,4,9,16...}. Az
elsG érvelés szerint a két halmaz ugyanakkora: mivel minden négyzetszamhoz pontosan egy pozitiv gyck
tartozik, és minden természetes szam el6fordul valamely négyzetszam gyokeként, ezért ugyanannyi ter-
mészetes szam kell, hogy legyen, mint négyzetszam. Masrészrél, rengeteg természetes szam nem né-
gyzetszam, olyannyira, hogy a négyzetszamok aranya nulldhoz tart a természetes szamok kozott, ahogy
nagyobb és nagyobb intervallumokat tekintiink. Galilei ezt egy olyan paradoxonnak kdnyvelte el, ami
megakadalyozza, hogy végtelen halmazokat dsszemérjiink [5].

Georg Cantor a kovetkez§, mara altalanosan elfogadott, definiciéval allt el6 az 1870-es években: két tet-
sz6leges halmaz azonos szdmossdguak pontosan akkor, ha elemeik kozott 1étezik kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetés. Tehat Galilei els6 érvelése pont azt mutatja, hogy N és a négyzetszamok halmaza azonos
szamossaguak. Azokat a halmazokat, melyek a természetes szamokkal azonos szamossagaak, megszdm-
ldlhatdéan végtelennek nevezziik és méretiiket No-val jeloljiik (ejtsd "alef nulla"), utalva arra, hogy ez a
legkisebb végtelen szamossag.

Cantor egyik nagy hozzajarulasa a logika fejlédéséhez, hogy Galilei észrevételét nem feloldhatatlan
ellentmondasként kezelte, hanem a fenti definicié alapjan nekilatott egy gazdag elmélet kidolgozasahoz.
Els6 lépésként azt bizonyitotta, hogy a racionalis szamok Q halmaza is megszamlalhato, majd a valos
szamok R halmazat tekintette: lehetséges, hogy R is megszamlalhat6? Cantor szerint, akarhogy is vessziik
valds szamok egy x1, x2, 3 ... listajat, mindig taldlunk olyan y szamot, ami nem szerepel a listan. Hiszen
ha y az a valds szam, ami az elsG tizedes helyén eltér x1 elsé tizedes jegyétsl, a masodik tizedes helyén eltér
ro mésodik tizedes jegyétsl, és igy tovabb, akkor y nem szerepelhet a listAnkon. Tehat nincs kélesénosen
egyértelmii megfeleltetés N és R kozott, azaz R szamossaga, melyre a 280 jelolés hasznalt, nagyobb mint
Ny. Tehat belattuk a kévetkezd egyenlStlenséget végtelen szamossagok kozott:

N szamossaga = Ry < 2%° = R szamossaga.

Cantor elmélete alapjan barmely két végtelen szamossag Osszemérhetd, és szamossagok barmely (nem
iires) rendszerében van legkisebb. Igy van értelme az els6 nem megszamlalhato szamossagrol beszélni,
mely R;-gyel jelolt. A kovetkezd szigortian nagyobb szamossag Ra-vel jelolt, utana Nz, és igy tovabb.!

Van-e legnagyobb végtelen? Cantor defini-
ci6ja szerint nincs. Barmilyen X halmaznak tobb
részhalmaza van, mint eleme, azaz xk < 2% ha k
SZAMOSSAag.

Tehat kaptunk egy szigortian névs Ry < Ny <
Ny < ... sorozatot egyre nagyobb és nagyobb
végtelen szamossagokbol. Felmeriil a kérdés: hol
is van 280 ebben a listaban? Erdekes modon, ez
nem eldonthetd, legaldbbis a matematikaban altalanosan elfogadott, tgynevezett ZFC axidémarendszert

LAz alefek listaja itt nem &ll meg: a természetes szamokkal indexelt X, szdmossagok szuprémuma R, , a kovetkezs eggyel
nagyobb szamossag N,,4+1, majd Ny, 42...
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hasznalva.? A matematika bizonyos modelljeiben 2% = R, azaz 2%° az els6 nem megszamlalhato szé-
mossag: ekkor azt mondjuk, hogy a Kontinuum Hipotézis teljesil. Sok méas érdekes modellben ez nem
igaz, és vannak kozbiilsé szamossagok R és 280 kozott; sét megmondhatjuk, hogy 28° hanyadik végtelen
szamossag legyen a listankon: olyan ad hoc egyenldségekre, mint 280 = R4 is talalhatunk egy modellt.

A kovetkezs egyszerti példa illusztralja, hogy mit is jelent egy allitas fliggetlensége: R és Q mint
algebrai strukturak teljesitik az Gsszeadas és szorzas axiomait,® azonban az z? = 2 egyenletnek Q-ban
nincs megoldasa, mig R-ben ketts is van. Tehat az Osszeadas és szorzas axiomai nem dontik el, hogy az
"z?2 = 2 egyenlet megoldhaté" allitas igaz vagy hamis-e. Mig a ZFC axiémarendszer azt eldonti, hogy
a sikharomszogek bels6 szogeinek sszege 180 fok, azt mar nem donti el, hogy 280 = R; vagy 2% > Ny;
valamelyik allitas teljesiilni fog, de hogy melyik, az a konkrét modellts] fiigg.*

Az elmult 6tven évben szamos olyan érdekes
Hogy késziilnek 6j modellek? Az 1960- és érdemben kiilonbozé modelljét konstrualtak a
as években Paul Cohen a semmibdl robbant be| Matematikinak amelyben vannak kozbiils§ szé-

. 2. oN e .

a halmazelmélet élvonalaba: & bizonyitotta el- mossago’k Ro s ,2 0, kozo}tt, es a modern hal-
séként, hogy bizonyos modellekben ®; < 2% mazelmélet szignifikins részben ilyen modellek
lehetséges, megvalaszolva Hilbert hires els6 prob- Vlzsga.latavil foglalkozik. K?t mod.ellj. mel.yekben
lémajat. Technikajanak, a forszolisnak az mondjuk 27 = Ri¢ ugyantgy teljesiil, viselked-
alapotlete meglepGen egyszert: ha M egy hal- het nagyon kiilonb6z6en, még csak az algebrat,
mazelméleti modell, akkor konstruslhatunk egy mértékelméletet vagy topoldgiat tekintve is. Sokak

nagyobb N modellt tgy, hogy hozzdadunk M- meglepetésére, a szokasos axidémakat hasznalva,
hez egy G generikus ob;'ektumot A G gener- példéaul eldonthetetlennek bizonyult a Whitehead-

ikussal megnovelhetjiik 2% értékét ami a Kontin- probléma a csoportelméletben, vagy kiilss auto-

uum Hipotézis sériiléséhez vezet. Cohent 1966-ban morfizmusok 1étezése a Calkin-algebran.”

Fields medallal jutalmaztik halmazelméleti ered- Ez motivélja, hogy egy finomabb kombi-
ményeiért. natorikus meértéket talaljunk annal, minthogy

egyediil 2% értékét, mely egyben N Gsszes részhal-
magzainak szama is, vizsgaljuk. Ezzel a kérdéssel,
és az Ny és 280 kozotti szamossagok vizsgalataval foglalkozik a kontinuum szdmossdg invaridnsainak
elmélete.”

A teriilet egyik szépsége, hogy minimalis el6késziilettel is megérthetiink egy olyan 4j attérd ered-
ményt, mint amit Malliaris és Shelah belattak. Mostantél csak természetes szamokbol 4llé6 halmazokkal
foglalkozunk, és a kiovetkezd, elsére talan mesterségesnek tiinG kapcsolattal: ha A és B a természetes
szamok részhalmazai, akkor azt irjuk, hogy A C* B, szoban A majdnem része B-nek, ha A-nak véges
sok kivétellel minden eleme B-ben is benne van. Példaul, az A = {1,2,3,4...} halmaz majdnem része a
B ={3,4,5...} halmaznak, hisz az 1,2 elemektdl eltekintve B minden eleme A-ban is benne van.

Mi az elénye egy ilyen gyenge relacidval dolgozni a valodi tartalmazas helyett? Legyen A, azon pozitiv
egész szamok halmaza, melyek egy fix n szammal oszthatoak: tehat A; = N az Osszes szam, Ao a paros
szamok halmaza, A3 = {3,6,9...}, és igy tovabb. Konnyen latszik, hogy ha vesziink véges sok ilyen
Ay, Ay ... A, halmazt egy fix n-ig, akkor ezeknek végtelen a metszete.”

Ezt tgy is szoktuk mondani, hogy az {A,} hal-
Torony mazrendszer véges metszet tulajdonsdgu.

Persze olyan szam, ami az Osszes természetes szam-
mal egyszerre oszthatd nincsen, azaz egyszerre nincs
valodi metszete az Osszes Aq, As, As... halmaznak.
Ezzel szemben olyan végtelen B halmazokat kénnyen

talalunk, melyre B C* A, minden n-re. Hiszen elég,
( ha odafigyeliink arra, hogy B-nek az n-dik elemét az

Ay N Ay NN A, metszetbdl vegyiik: konkrétan a

B = {n!:n =1,2,3...} valasztas példaul miikddni

fog. Tehat a B halmaz lényegében az {A,} rendszer
metszeteként viselkedik, és ezért az {A,} rendszer pszeudometszetének is nevezziik. Az is kénnyen lat-
szik, hogy B-t hozzéadva az {A, } rendszerhez a véges metszet tulajdonsag még mindig teljesiil.

Ay
A2 T

Asg

Véges metszet tulajdonsag

2Azaz a Zermelo-Fraenkel axiémarendszer a kivalasztasi axiémaval ("Axiom of Choice") kiegészitve.

3Gondoljunk a felcserélhetGségre, zardjelezésre, vagy altaladban a test axidmdkra.

4Rz a szituacio ugyancsak parhuzamban &4ll a modern, nem standard geometriak felfedezésével is a 19. szazadban.

5A jelenleg ismert technikék fényében azonban nagyon valdszintitlen, hogy a hires Riemann-sejtés vagy a Navier-Stokes
egyenletek altalanos megoldhatosaga fiiggetlen lenne a ZFC axiémaktol. Az ezen probléméak megoldasaért kiirt Millenium
Prize jelenleg egymilli6é dollarral jar.

6Angolul "cardinal characteristics of the continuum".

7Persze, hiszen csak vegyiikk az n! =1-2-...n szorzat tobbszoroseit.
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Ha van egy tetszéleges A halmazrendszeriink a véges metszet tulajdonsiggal, akkor azt ki lehet ter-
jeszteni egy maximalis Ap.x halmazrendszerré, ami még mindig véges metszet tulajdonsaga.® Ekkor
azonban az Ay, rendszernek mér nem lehet pszeudometszete. Ez vezet elss 6 definicionkhoz: a p invar-
ians a legkisebb olyan rendszer szamosséga, ami véges metszet tulajdonsaga, de nincs pszeudometszete.
A p szamossagot pszeudometszet szamnak nevezik.

A fenti példa keretében lényegében lattuk, hogy egy a természetes szamokkal indexelt, azaz megszam-
lalhato és véges metszet tulajdonsagi rendszernek mindig van pszeudometszete, tehat p nem megszam-
lalhato. Azaz:

Ry < p < 2o,

Ismeriink szdmos olyan modellt, amelyben a p = 2% egyenldség teljesiil (és ez a kozds érték lényegében
barmely alef lehet); mésrészt, az Xy = p < 2% = N, egyenlStlenség is konnyen elsfordulhat kiilonbdzs
modellekben. Tehat a szokasos axiomak nem dontik el, hogy hol van p az Ny, No, ... listdban, sem azt,
hogy p = 2% vagy p < 280 teljesiil.

Sziikségiink van még egy definiciora. Egy tipikus véges metszet tulajdonsagu rendszerben semmi oka
annak, hogy az elemek rendezve legyenek: az eredeti oszthatosagi példankban, ha csak p primekre nézziik
az A, halmazokat, semelyik ketts nincs C* relacioban. Tehat toronynak neveziink egy olyan 7 rendszert,
amelyben barmely két X, Y elemre vagy X C* Y vagy Y C* X teljesiil. Mas szoval, a C* relacié linearisan
rendezi T-t. Az tgynevezett toronyszam t a legkisebb T torony mérete, aminek nincs pszeudometszete.

Konnyt 1atni, hogy minden torony véges met-

szet tulajdonsagn, tehat a p invaridnsra a tanu
legfeljebb akkora mint t, és igy a kovetkezd egyen-
16tlenség teljesiil:

Nagy tornyok. Meglepd modon a megszamlal-
hat6 N halmazban is lehet 2%0 meéretii tornyot
talalni. El6szor is, soroljuk fel a racionalis szamokat
N mint qi1,q2,q3.... Ezutan, minden valés r szamra
Ro<p=<t=2m. definialjuk az X, halmazt ami azon n természetes

A t szamossag értéke, p-hez hasonléan, manip- |szamokbol all, hogy g, < r. Tehat X, pont az r valos
ulalhato kiilonbozs alefekre. S6t, tobb mint egy |szdmnal kisebb raciondlis szdmok indexei. Ha r <t
tucat a p és t-hez hasonlé szamossag invarianst |két valos szdm, akkor X, teljesen része X;-nek, s6t
vizsgaltak az 1940-es évek ota Ry és 280 kozott, és | X¢ végtelen sok extra elemet is tartalmaz. Tudunk
a legtdbbrsl tudtuk, hogy bizonyos egyszert dssze- | egy pszeudometszetet mondani erre a rendszerre is?

fiiggésektdl eltekintve, melyek mér a 20. szazad
kozepén ismertek voltak, més kapcsolat, egyen-
I6tlenség nem bizonyithato. Azaz, kiillonbo6zs forszolasi technikék szofisztikalt valtozataival és kombiné-
ciéival pontosan beallithatjuk nemcsak 2%, hanem az invariansok értékeiket is olyan elére fixalt alefekre,
melyek a rég ismert egyenlStlenségeket nem sértik.”
A jelenlegi legerGsebb eredények akar 6t kiilon értéket
is tudnak egyszerre manipulélni.

2%o
u/i/ Mindezek ellenére, az elmult hatvan évben nem sik-

eriilt olyan modellt konstruélni, melyben p és t ne lett
/ volna egyenls. Ugyanakkor, az altalanosan elfogadott
sejtés szerint p < t lehetségesnek latszott, bar azt

t o @ tudtuk, hogy technikailag nem lehet kénnytd egy ilyen
>< X& bizonyitéas: régota ismert, hogy ha p = Ny, akkor t = Ny
is teljesiil. Tehat p < t csak gy lehetséges, ha 20

§
i b 9 nagyobb mint Ny, azonban ilyen modellek finomhang-

olasa sokkal nehezebb feladat, mint amikor 20 < Ny,
Malliaris és Shelah 4j, varatlan tétele azt mondja ki,

hogy

Ro p=t

fliggetlentl attol, hogy milyen modellben vagyunk. Mit
is kellett belatniuk a szerzéknek? Mivel p < t ismert
volt, ezért a t < p Osszefiiggésre volt sziikség: azaz,
ha van egy tetszGleges véges metszet tulajdonsaga A
rendszeriink, aminek nincs pszeudometszete, akkor akarmilyen bonyolult vagy véletlen atfedések is vannak
A elemei kozott, valamilyen médon konstrualhatunk egy legfeljebb akkora 7 tornyot pszeudometszet
nélkiil, amiben tehéat az elemek méar rendezve vannak a C* relacioval. A naiv otlet, hogy A elemeibdl
probaljunk tornyot épiteni hamar megbukik, hiszen lehet, hogy A semelyik két eleme nincs C* relacidban.

m——p—t——9p

Par szamossag invaridns és bizonyithato
kapcsolatuk

8Ez a Zorn-lemma egy klasszikus alkalmazasa.
9Tovabbi részletekért szamossag invariansokrol, klasszikus eredményekrsl A. Blass [1] attekintését javasoljuk.



4 SOUKUP D. T.

Malliaris és Shelah eredménye ahhoz hasonlithatd, mintha belatnank két egyenletrdl, hogy ugyanaz a
megoldasuk, de anélkiil, hogy val6jaban megtalalnank, hogy mi is ez a kozos érték. A ZFC axiomak nem
dontik el, hogy éppen p = Ny vagy p = Vo vagy p = N3, és hasonldan t értéke sem eldonthets. Viszont,
azt mar be lehet latni, hogy barmi is p értéke, t vele egyenld lesz.

Meg kell emliteniink, hogy a szerz6k nemcsak, hogy megoldotték p és t hatvan éve nyitott problémajat,
de egy teljesen 1j kapcsolatot fedtek fel egy modellelméleti komplexitas hierarchia, a Keisler-rendezés
struktiraja, és a szamossag invariansok elmélete kozott [6, 7, 8]; ezen eredmények vazolasa azonban
talmutat jelen cikkiink keretein. Mig az eredeti bizonyitas a p = t egyenlségre komoly halmaz-és model-
lelméleti eszkozoket hasznal,'’ olyan variansok mar elérhetGek, melyek csak alapvetd ismereteket és egy
kis kitartast igényelnek [9].

Malliaris és Shelah eredménye téavolrél sem
zarja le a szamossag invaridnsok elméletét, s6t
cikkeik valoszintleg szamos 4j vizsgalat kezdGpon-
tjai. Milyen szamossag invarians kérdéseken dolgo-
zik ekozben egy hétkoznapi halmazelmélész? Egy
felsl, bizonyos rég ismert invaridnsok kapcsolata a
mai napig eldoéntetlen (egy ilyen kérdést emlitiink
a kiemelésben) [3]. Méasrészt, napjainkig definial-
nak 4j, érdekes szdmossag invariansokat, melyek
elhelyezése a klasszikus invariansok diagramjaban
sokszor meglehetésen nehéz feladat [2]. Végiil,
egy igen gazdag teriilet van kibontakozoban olyan
kértok sejtése, hogy valojaban t = t,, és ez ed- szamossaginvariansokrol, melyek N részhalmazai

dig minden altalunk ismert modellben teljesiilni h?ly ett, valamely nem megszamlalhato szdmossag
latszik [3]. részhalmazait tekintik [4].

Egy nyitott probléma. Azt mondjuk, hogy
egy rendszer R szétvdghatatlan ha nincs olyan
Y halmaz ami minden X-et R-b&l egyszerre
szétvag, azaz a metszet X NY és a kiilénbség
X —Y mind végtelenek. Legyen v a legkisebb
szétvaghatatlan rendszer mérete.  Tovabba
legyen t, (ejtsd ’er szigma’) a legkisebb olyan
rendszer mérete, amit megszamlalhaté sok
Yy, Y1, ... halmazzal sem lehet szétvagni. Kon-
nyen latszik, hogy Rg < v < t, < 2%, azonban
nem tudjuk, hogy v < t, lehetséges-e. A sza-

Zarasként, par szo a f6szereplékrsl: Maryanthe
Malliaris a Berkeley-n szerezte doktorijat 2009-ben, és jelenleg a University of Chicago professzora. A
fiatal matematikusng szamos dijat nyert korabbi munkaiért is, és a 2018-as Nemzetkozi Matematikai
Kongresszus meghivott el6adoja.

Saharon Shelah neve sokaknak ismerds lehetett: a 72 éves matematikus 1023 publikalt cikk szerzgje (1),
és komoly attoréseket ért el a véges és végtelen kombinatorika, a modellelmélet, logika, és a csoportelmélet
terén. A mai napig heti hat napot dolgozik, a tanévet megosztva a Rutgers, illetve a jeruzsalemi Héber
Egyetemen kozott.

A cikk részben az FWF Grant 11921 tdmogatdsdval készilt. Kdszdngiik Bottydn Emese, Soukup Lajos,
Vidnydnszky Zoltin és Zdadorvilgyi Zita javaslatait a cikkel kapcsolatban.
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